A physical approach of perplex numbers by Amorim, Ronni Geraldo Gomes de et al.
Revista Brasileira de Ensino de F´ısica, vol. 40, nº 3, e3309 (2018)
www.scielo.br/rbef
DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0356
Artigos Gerais
cb
Licenc¸a Creative Commons
Uma Abordagem F´ısica dos Nu´meros Perplexos
A physical approach of perplex numbers
Ronni Geraldo Gomes de Amorim∗1,2, Wytler Cordeiro dos Santos1,2, Lindomar Bonfim Carvalho2,
Ian Rodrigues Massa2
1Universidade de Bras´ılia, Instituto de F´ısica , 70910-900, Brasilia, DF, Brasil
2Universidade de Brasilia, Faculdade Gama, Brasilia, DF, Brasil
Recebido em 19 de Novembro, 2017. Revisado em 21 de Dezembro, 2017. Aceito em 23 de Dezembro, 2017.
Apresentamos neste trabalho uma revisa˜o pedago´gica sobre os nu´meros perplexos. O conjunto nume´rico perplexo,
apesar de pouco conhecido, exibe uma a´lgebra hiperbo´lica com diversas aplicac¸o˜es na f´ısica, por exemplo na Teoria
da Relatividade Restrita. Apresentamos a definic¸a˜o de nu´mero perplexo, discutimos elementos do ca´lculo diferencial
na varia´vel perplexa e similarmente ao conjunto nume´rico complexo, definimos as condic¸o˜es de Cauchy-Riemann
para a varia´vel perplexa. Aplicamos os resultados para estudar as transformac¸o˜es de Lorentz e a equac¸a˜o de onda
no contexto da varia´vel perplexa.
Palavras-chave: nu´meros perplexos; nu´meros hiperbo´licos; equac¸a˜o da onda; relatividade restrita.
We present in this work a pedagogical review about the perplex number system. Even though it is lesser well
known when compared with its counterpart, we mean the well known Complex number set represented by the
letter C, the perplex numbers are related with some hyperbolic algebra with several applications specially in
Physics, for instance in the Einstein Special Relativity. For these reasons we start the review presenting the main
definitions about the Perplex Numbers, then we discuss some differential calculus based on the perplex algebra.
Finally we apply the results for the study of Lorentz Transformations and the wave equation also using the perplex
variable.
Keywords: perplex numbers; hyperbolic numbers; wave equation; special relativity.
1. Introduc¸a˜o
A evoluc¸a˜o da f´ısica, sobretudo a f´ısica teo´rica, cami-
nha lado a lado com o desenvolvimento da matema´tica.
Quanto mais matema´tica conhecermos, mais nos torna-
mos aptos a refletir sobre a natureza e elaborar teorias
para explica´-la. Na˜o diferente, o soerguimento do co-
nhecimento a cerca dos conjutos nu´meros alavancou o
desenvolvimento da f´ısica. Se realizarmos uma digressa˜o
histo´ria sobre a origem dos conjuntos nume´ricos, percebe-
remos que os diversos conjuntos surgiram da necessidade
humana para solucionar algum problema espec´ıfico, e a
partir do amadurecimento teo´rico dos conjuntos emergem
as aplicac¸o˜es nas cieˆncias. Ha´ evideˆncias que ha´ cinquenta
mil anos atra´s o homem ja´ sabia contar, e foi dessa noc¸a˜o
intuitiva de contagem que surgiram os nu´meros natu-
rais [1]. Contudo, havia necessidade de se representar
quantias na˜o-inteiras; nesse sentido, ha´ registros de uso
de frac¸o˜es no Egito antigo e na Babiloˆnia, enquanto que
os nu´meros decimais foram introduzidos no continente
asia´tico por volta do se´culo XI [2]. Com as atividades
comerciais, surgiu ainda a necessidade de se representar
quantias negativas e evideˆncias histo´ricas pontam a uti-
lizac¸a˜o de nu´meros negativos na China antiga; pore´m,
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os primeiros trabalhos com registros da utilizac¸a˜o dos
nu´meros inteiros sa˜o do se´culo III, nos quais Diofante
procurava soluc¸o˜es para equac¸o˜es alge´bricas [1,2]. Com os
nu´meros negativos, as frac¸o˜es e os decimais definia-se os
conjuntos dos nu´meros inteiros e racionais [1]. Na Gre´cia,
o estudo dos pitago´ricos a cerca dos segmentos incomen-
sura´veis originou os nu´meros irracionais, no entanto ha´
relatos histo´ricos que os babiloˆnios ja´ conheciam algorit-
mos para o ca´lculo aproximado de ra´ızes quadradas [2].
Apesar de a noc¸a˜o de nu´mero imagina´rio ter surgido no
se´culo XVI, a sistematizac¸a˜o do conjunto dos nu´meros
complexos so´ foi realizada no se´culo XIX com a sua repre-
sentac¸a˜o no plano complexo [1,2]. Tanto e´ verdade que
Isaac Newton dividia os nu´meros em treˆs tipos: inteiros,
frac¸o˜es e irracionais. Contudo, nos se´culos XIX e XX
ocorreu a axiomatizac¸a˜o da teoria de conjuntos [1], e a
partir de enta˜o a aplicac¸a˜o dos nu´meros na f´ısica tornou-
se mais eminente. Por exemplo, podemos citar o uso dos
nu´meros complexos ao estudo de circuitos ele´tricos e
fasores. Ainda no se´culo XIX, Hamilton introduziu os
quaternions (uma extensa˜o dos nu´meros complexos), a
partir dos quais pode-se mostrar a origem dos produtos
escalar e vetorial, com muitas aplicac¸o˜es na f´ısica [3–5].
Neste trabalho, apresentaremos um conjunto nume´rico
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denominado nu´meros perplexos ou hiperbo´licos, e mos-
traremos algumas aplicac¸o˜es desses nu´meros na f´ısica.
Os nu´meros perplexos, tambe´m denominados nu´meros
hiperbo´licos, foram apresentados pela primeira vez em
1919, no trabalho de L. E. Dickson [6]. Contudo, o inte-
resse no estudo desses nu´meros foi revigorado a partir
de 1981, quando Paul Fjelstad, auxiliado por quatro es-
tudantes, utilizou os nu´meros perplexos para explicar
o fenoˆmeno supraluminal [7]. O intuito de Fjelstad era
propor aos seus estudantes o desafio da criar algo novo
em matema´tica. Para sua surpresa, os estudantes inves-
tigaram a relac¸a˜o entre a trigonometria hiperbo´lica e
a relatividade espacial, desenvolvendo assim importan-
tes aspectos da a´lgebra dos nu´meros perplexos, ale´m de
aplica´-la em contextos f´ısicos [7]. A motivac¸a˜o essencial
na proposic¸a˜o desse novo conjunto de nu´meros emergiu
da analogia entre a trigonometria circular e a hiperbo´lica.
Em particular, a identidade fundamental da trigonome-
tria hiperbo´lica, cosh2 x− sinh2 x = 1, difere da relac¸a˜o
ana´loga na trigonometria circular, cos2 x+ sin2 x = 1, so-
mente por um sinal. Ale´m disso, sabemos que a definic¸a˜o
da unidade imagina´ria como i2 = −1, induz a` relac¸a˜o
de Euler, eiθ = cos θ + i sin θ. A partir da´ı surge a in-
dagac¸a˜o: dada a analogia entre as func¸o˜es trigonome´tricas
hiperbo´licas e as circulares, seria poss´ıvel estabelecer a
definic¸a˜o de uma unidade ana´loga a` unidade imagina´ria
dos complexos a fim de se obter uma relac¸a˜o similar a`
de Euler que seja va´lida para as func¸o˜es trigonome´tricas
hiperbo´licas? A resposta e´ positiva, e isso e´ realizado
mediante a introduc¸a˜o da unidade perplexa. Neste tra-
balho, vamos representar a unidade perplexa por p, a
qual satisfaz a condic¸a˜o p2 = 1 [8]. Ademais, o conjunto
dos nu´meros perplexos sera´ representado pelo s´ımbolo P.
O objetivo deste artigo e´ trazer uma revisa˜o da a´lgebra
dos nu´meros perplexos, apresentando as suas principais
aplicac¸o˜es na F´ısica.
A apresentac¸a˜o deste trabalho sera´ constitu´ıda dos
seguintes to´picos. Na sec¸a˜o 2, apresentamos a definic¸a˜o
dos nu´meros perplexos e suas principais propriedades. Na
sec¸a˜o 3, discutimos o conceito de norma e constru´ımos
a forma polar de uma nu´mero perplexo. Na sec¸a˜o 4, e´
apresentada a teoria sobre func¸o˜es anal´ıticas na varia´vel
perplexa. Na sec¸a˜o 5, as aplicac¸o˜es na F´ısica sa˜o discuti-
das. Por fim, apresentamos as considerac¸o˜es finais.
2. Definic¸a˜o e Operac¸o˜es
Em analogia com os nu´meros complexos, um nu´mero
perplexo pode ser representado pela forma alge´brica
w = x+ yp,
onde x, y ∈ R, ou seja, representam respectivamente, a
parte real de w e a parte perplexa de w, que pode ser
escrito como: x = Re{w} e y = Per{w}.
Portanto, dois nu´meros perplexos w1 = x1 + y1p e
w2 = x2 + y2p sa˜o iguais, se e somente se, x1 = x2 e
y1 = y2.
Com esta representac¸a˜o, as operac¸o˜es de soma e sub-
trac¸a˜o sa˜o definidas de forma ana´loga a` dos nu´meros com-
plexos, ou seja, dados w1 e w2 definidos por: w1 = x1 + y1p
e w2 = x2 + y2p, tem-se
w1 + w2 = (x1 + x2) + (y1 + y2)p (1)
w1 − w2 = (x1 − x2) + (y1 − y2)p. (2)
A multiplicac¸a˜o pode ser realizada utilizando-se a pro-
priedade distributiva e a definic¸a˜o p2 = 1. E´ importante
que o leitor entenda que p na˜o pertence ao conjunto dos
nu´meros reais, o que exclui a possibilidade de p = 1 ou
p = −1. Com esta definic¸a˜o, a tabela de multiplicac¸a˜o
envolvendo a unidade perplexa fica estabelecida com as
relac¸o˜es: pp = p2 = 1,p1 = p,1p = p, 11 = 1. Assim,
temos
w1w2 = (x1 + y1p)(x2 + y2p)
= x1x2 + x1y2p+ y1x2p+ y1y2p2
= (x1x2 + y1y2) + (x1y2 + x2y1)p. (3)
Com isso teremos enta˜o
Re{w1w2} = x1x2 + y1y2
Per{w1w2} = x1y2 + x2y1.
Ademais adotando a notac¸a˜o de par ordenado
para o nu´mero perplexo w = (x, y), com isto teremos
w1w2 = (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 + y1y2, x1y2 + x2y1).
Desse modo podemos definir o conjugado perplexo
de um nu´mero w = x+ yp como sendo w = x− yp.
Outra relac¸a˜o importante obte´m-se ao aplicar a de-
finic¸a˜o de multiplicac¸a˜o entre w e seu perplexo conjugado:
ww = x2 − y2.
Note que ww = 0 se e somente se |x| = |y|. Portanto, o
conjunto dos perplexos na˜o forma uma alge´bra diviso´ria,
em outras palavras, podemos ter dois nu´meros perplexos
na˜o nulos tal que w1w2 = 0. Esta e´ uma caracter´ıstica que
pode ser encontrada no ca´lculo com matrizes. Por isso os
nu´meros perplexos possuem mais propriedades pro´ximas
a`s das matrizes do que dos nu´meros complexos (que
formam uma alge´bra diviso´ria). Como veremos adiante,
tantos as matrizes quanto os perplexos guardam estreita
relac¸a˜o com o cone de luz da relatividade especial.
Neste ponto, estamos aptos a definir a divisa˜o entre
dois nu´meros perplexos. Para isso, vamos imaginar a
divisa˜o como sendo a operac¸a˜o inversa da multiplicac¸a˜o,
ou seja, se w3 = w1w2 , temos w1 = w2w3. O leitor deve
se atentar que a divisa˜o so´ e´ definida se w2w2 for real
e diferente de zero. Sendo assim, se w1 = x1 + y1p,
w2 = x2 + y2p e w3 = x3 + y3p, temos
w1 = w2w3.
Como w2w2 6= 0, podemos multiplicar ambos os lados
da u´ltima expressa˜o por w2, obtendo
w2w1 = w2w2w3.
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Como w2w2 e´ real, tem-se
w3 =
w2w1
w2w2
.
E finalmente encontramos que
w3 =
(x1x2 − y1y2) + (y1x2 − x1y2)p
x22 − y22
,
desde que |x2| 6= |y2|.
Considerando w + w = 2x e w − w = 2yp, podemos
escrever
Re{w} = w + w2
Per{w} = p(w − w)2 . (4)
E´ relevante visualizarmos as potencias da unidade
perplexa, ou seja, p0 = 1, p±1 = p, p±2 = 1, p±3 = p,
p±4 = 1, e assim sucessivamente. Ou seja
pk =
{
1, se k e´ par
p, se k e´ impar.
Tendo definido as operac¸o˜es ba´sicas do conjunto dos
nu´meros perplexos, na pro´xima sec¸a˜o discorreremos sobre
as propriedades inerentes a` definic¸a˜o de norma.
3. Norma e Forma Hiperbo´lica de um
Nu´mero Perplexo
No contexto dos nu´meros perplexos, definimos uma apli-
cac¸a˜o de um nu´mero w = x+ yp, representada por λ(w)
como
λ(w) = ww = x2 − y2. (5)
Como x e y sa˜o reais, λ(w) ∈ R, podemos utilizar o
conceito convencional de mo´dulo para essa aplicac¸a˜o. E
ainda utilizaremos da func¸a˜o sinal para propriamente
definir norma perplexa, ou seja,
sgn(x) =
 1 se x > 00 se x = 0−1 se x < 0 (6)
Por fim, a norma de um nu´mero perplexo w e´ dada por
||w|| = sgn(λ(w))
√
|λ(w)| (7)
Note que a norma dada na Eq.(7) na˜o e´ positivo-definida.
Essa caracter´ıstica e´ fundamental para estabelecermos a
relac¸a˜o entre os nu´meros perplexos e o espac¸o de Min-
kowsky.
Para estabelecermos a forma hiperbo´lica de um nu´mero
perplexo, antes fac¸amos um estudo da exponencial epθ.
Fazendo a expansa˜o de Maclaurin de ex e substituindo x
por pθ obteremos:
epθ = 1 + pθ + 12!(pθ)
2 + 13!(pθ)
3 + · · ·
epθ = (1 + 12!θ
2 + 14!θ
4 + · · · ) + p(θ + 13!θ
3 + · · · ).
Lembrando as expresso˜es de cosh θ = 1+ 12!θ2 +
1
4!θ
4 + · · ·
e sinh θ = θ + 13!θ3 + · · · , temos que
epθ = cosh θ + p sinh θ.
De forma bastante similar e−pθ = cosh θ − p sinh θ.
Agora, nosso objetivo e´ representar w = x + yp na
forma hiperbo´lica. E´ importante mencionar que a forma
cartesiana de um nu´mero perplexo, w = x+ yp, depende
da relac¸a˜o de ordem entre x e y. Tomemos enta˜o ww =
λ(w), assim, temos
ww = λ(w) = x2 − y2. (8)
Dividindo a Eq.(8) por λ, supondo λ(w) 6= 0, obtemos
x2
λ
− y
2
λ
= 1,
ou seja, w esta´ numa hiperbole equila´tera. Neste caso,
podemos tomar x = λ cosh θ e y = λ sinh θ, uma vez que
cosh2 θ − sinh2 θ = 1. Fazendo isso, obtemos
tanh θ = y
x
,
e
θ = ln
(√
x+ y
x− y
)
.
Com isso, a forma hiperbo´lica de w nos diferentes casos
sera´ dada por:
• Se |x| > |y|, existem dois casos:
– Com x > |y|, escrevemos
w = ||w||(cosh θ + p sinh θ) = √λ(cosh θ +
p sinh θ) = ||w||epθ;
– Com x < −|y|, basta usar w = −1(−w), onde
−w ja´ possu´ı forma hiperbo´lica bem definida.
• Ja´ se |x| < |y|,temos:
– Para y > |x|, w = p(pw) = p||pw||epθ. Note
que θ ∈ [−pi2 , pi2 ], pois representa o aˆngulo de
pw.
– Para y < −|x|, w = −p(−pw) = −p|| −
pw||epθ. Novamente, θ ∈ [−pi2 , pi2 ], pois repre-
senta o aˆngulo de −pw.
Com a definic¸a˜o de norma ja´ estabelecida, e´ natu-
ral a definic¸a˜o do produto interno, 〈w1, w2〉, entre dois
nu´meros perplexos w1 = x1 + py1 e w2 = x2 + py2 como
〈w1, w2〉 = w1w2,
〈w1, w2〉 = x1x2 − y1y2,
em que w2 = x2 − py2.
Nesse caminho, a desiguladade de Cauchy-Schwarz
perplexa e´ dada por
〈w1, w2〉2 ≥ λ(w1)λ(w2).
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Prova :
[(x1y2)− (x2y1)]2 ≥ 0
(x1y2)2 + (x2y1)2 ≥ 2(x1y2)(x2y1)
−[(x1y2)2 + (x2y1)2] ≤ −2(x1y2)(x2y1)
(x1x2)2 + (y1y2)2 − [(x1y2)2 + (x2y1)2] = λ(w1)λ(w2)
(x1x2)2 + (y1y2)2 − 2(x1y2)(x2y1) = 〈w1, w2〉2 ∴
〈w1, w2〉2 ≥ λ(w1)λ(w2). (9)
Poteˆncias e ra´ızes de nu´meros perplexos podem ser
facilmente obtidas se utilizarmos a forma polar ou ex-
ponencial. Fica a cargo do leitor encontrar expresso˜es
ana´logas a`s fo´rmulas de Moivre dos complexos.
4. Func¸o˜es Anal´ıticas no Plano Perplexo
Nesta sec¸a˜o, discutiremos um pouco sobre as func¸o˜es
anal´ıticas no plano perplexo, obtendo condic¸o˜es ana´logas
a`s de Cauchy-Riemann [9]. Para esse fim, definamos
func¸a˜o na varia´vel perplexa.
Consideramos como func¸a˜o de uma varia´vel perplexa
f(w), em que w = x+py, como fuma func¸a˜o f : P→ P, ou
seja, uma func¸a˜o que leva nu´meros perplexos a nu´meros
perplexos. Nesse sentido, qualquer func¸a˜o f(w) pode ser
escrita na forma:
f(w) = u(x, y) + pv(x, y),
onde u(x, y) e v(x, y) sa˜o func¸o˜es das varia´veis reais x e
y. E ainda, u(x, y) = Re{f(w)} e v(x, y) = Per{f(w)}.
Como exemplo, tomemos a func¸a˜o f(w) = w2, essa
func¸a˜o pode ser escrita como
f(w) = (x+ py)2 = x2 + 2pxy+ y2 = (x2 + y2) + p(2xy).
Neste caso, identificamos u(x, y) = (x2 + y2) e v(x, y) =
2xy.
A derivada no plano perplexo e´ enta˜o definida de forma
similar a` derivada no plano complexo, ou seja, se f(w)
e´ uma func¸a˜o de varia´vel perplexa e w pertence ao seu
domı´nio, enta˜o definimos a derivada de f(w) em relac¸a˜o
a w como
f ′(w) = df(w)
dw
= lim
∆w→0
f(w + ∆w)− f(w)
∆w . (10)
Se o limite dado na Eq.(10) existir, dizemos que f(w) e´
diferencia´vel. Assim, se f(w) e´ diferencia´vel, ∆w deve se
aproximar de zero por caminhos diferentes e ter o mesmo
limite por todos eles. Os u´nicos caminhos que na˜o podem
ser percorridos, sa˜o caminhos que incluem as retas y = x
e y = −x, pois f(w) na˜o e´ invers´ıvel sobre elas.
Assim, temos:
f ′(w0) = lim
∆x→0
∆y→0
(
u(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− u(x0, y0)
∆x+ p∆y
+pv(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− v(x0, y0)∆x+ p∆y
)
.
Como esse limite e´ igual por qualquer caminho do plano
perplexo, escolhamos dois caminhos particulares, quais
sejam ∆x → 0 e ∆y → 0, respectivamente. Para o
primeiro caminho, ∆x→ 0, temos
f ′(w0) = lim
∆y→0
(
u(x0, y0 + ∆y)− u(x0, y0)
p∆y
+ p lim
∆y→0
v(x0, y0 + ∆y)− v(x0, y0)
p∆y
)
= p∂u
∂y
+ ∂v
∂y
.
Para o segundo caminho, ∆y = 0, obtemos
f ′(w0) = lim
∆x→0
(
u(x0 + ∆x, y0)− u(x0, y0)
∆x
+ p lim
∆x→0
v(x0 + ∆x, y0)− v(x0, y0)
∆y
)
= ∂u
∂x
+ p∂v
∂x
.
Como os limites devem ser iguais, conclu´ımos que
p
∂u
∂y
+ ∂v
∂y
= ∂u
∂x
+ p∂v
∂x
.
O que nos leva a
∂u
∂x
= ∂v
∂y
(11)
∂u
∂y
= ∂v
∂x
,
as quais sa˜o as condic¸o˜es de Cauchy-Riemann na varia´vel
perplexa.
A partir das condic¸o˜es de Cauchy-Riemann, podemos
deduzir relac¸o˜es importantes, as quais sera˜o utilizadas nas
aplicac¸o˜es f´ısicas do ca´lculo perplexo. Para isso, vamos
derivar a primeira equac¸a˜o das condic¸o˜es de Cauchy-
Riemann em relac¸a˜o a x e a segunda em relac¸a˜o a y,
obtendo, respectivamente,
∂2u
∂x2
= ∂
2v
∂y∂x
∂2u
∂y2
= ∂
2v
∂x∂y
.
Como ∂2v∂y∂x =
∂2v
∂x∂y , por conta da diferenciabilidade,
obtemos
∂2u
∂x2
− ∂
2u
∂y2
= 0, (12)
ou seja, se f(w) e´ diferencia´vel, as func¸o˜es u e v satisfazem
a equac¸a˜o de D’Alembert [10, 11]. E´ interessante compa-
rarmos este u´ltimo resultado ao panorama da varia´vel
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complexa. Enquanto no aˆmbito dos nu´meros complexos
as condic¸o˜es de Cauchy-Riemann induzem a equac¸a˜o de
Laplace, no caso dos nu´meros perplexos as condic¸o˜es
de Cauchy-Riemann induzem a equac¸a˜o de D’Alembert.
Este fato implicara´ em instigantes aplicac¸o˜es na f´ısica.
Na pro´xima sec¸a˜o, apresentaremos as consequeˆncias
f´ısicas do ca´lculo na varia´vel perplexa.
5. Aplicac¸o˜es na F´ısica
5.1. Equac¸a˜o de Onda (1+1)
Como primeira aplicac¸a˜o na F´ısica, apresentamos a equa-
c¸a˜o de onda unidimensional. Essa equac¸a˜o e´ bem conhe-
cida da literatura e tem a forma,
∂2ψ(x, t)
∂x2
− 1
v2
∂2ψ(x, t)
∂t2
= 0, (13)
a qual descreve uma onda que oscila na direc¸a˜o x com o
passar do tempo t. A func¸a˜o ψ(x, t) satisfaz a equac¸a˜o de
D’Alembert [10,11], isso sugere que possamos encontrar
a soluc¸a˜o para a equac¸a˜o de onda usando a varia´vel
perplexa. Escolhendo w = x + pvt e w = x − pvt, as
derivadas na Eq.(13) podem se escritas como
∂
∂x
= ∂
∂w
+ ∂
∂w
,
∂
∂t
= pv ∂
∂w
− pv ∂
∂w
,
∂2
∂x2
= ∂
2
∂w2
+ 2 ∂
2
∂ww
+ ∂
2
∂w2
,
∂2
∂t2
= v2 ∂
2
∂w2
− 2v2 ∂
2
∂ww
+ v2 ∂
2
∂w2
.
Com isso, a Eq.(13) torna-se
∂2ψ(x, t)
∂x2
− 1
v2
∂2ψ(x, t)
∂t2
= 4∂
2ψ(w,w)
∂w∂w
.
E a equac¸a˜o que nos resta resolver e´ a seguinte
∂2ψ(w,w)
∂w∂w
= 0,
cuja soluc¸a˜o e´ facilmente encontrada por integrac¸a˜o di-
reta, obtendo-se
ψ(w,w) = g1(w) + g2(w),
ou seja,
ψ(x, t) = g1(x+ vt) + g2(x− vt).
A utilizac¸a˜o da varia´vel perplexa nos permite ainda re-
solver alguns casos das equac¸o˜es de onda na˜o-homogeˆneas
de forma muito fa´cil. Considere por exemplo a equac¸a˜o
∂2ψ(x, t)
∂x2
− 1
v2
∂2ψ(x, t)
∂t2
= K
x2 − (vt)2 ,
essa equac¸a˜o pode ser escrita como
∂2ψ(w,w)
∂w∂w
= K
ww
,
com isso, podemos obter uma soluc¸a˜o particular ψp(w,w)
considerando nulas demais constantes de integrac¸a˜o e
definindo uma func¸a˜o logaritmo ( para x > |y|), inversa
da exponencial epθ, sendo dada por
log(w) .= ln
√
|λ(w)|+ p ln
(√
x+ y
x− y
)
. (14)
E assim, temos como soluc¸a˜o
ψp(w,w) =
K
4 log(w) log(w) =
K
4 log(w)log(w)
= K4 || log(w)||
2 (15)
Note que ψp ∈ R, como esperado.
A soluc¸a˜o em func¸a˜o de varia´veis reais, x e vt, e´ dada
por
ψp(x, vt) =
K
4
[
ln2
√
x2 − (vt)2 − ln2
(√
x+ vt
x− vt
)]
.
(16)
Outras soluc¸o˜es podem ser obtidas considerando demais
regio˜es do plano perplexo, basta uma definic¸a˜o apropri-
ada da func¸a˜o logaritmo. Fica como tarefa para o leitor
analisar as soluc¸o˜es em outras regio˜es do plano perplexo.
5.2. Transformac¸o˜es de Lorentz (1+1)
Sejam as transformac¸o˜es de Lorentz em uma direc¸a˜o
denominada comumente de boost na direc¸a˜o do eixo
x [11, 12], {
x′ = γ (x− vt)
ct′ = γ
(
ct− vcx
)
,
(17)
onde as coordenadas (x, t) sa˜o de um sistema de re-
fereˆncias inercial O e (x′, t′) sa˜o coordenadas em um
sistema de refereˆncias inercial O′. O fator de Lorentz e´
γ = 1√
1− v2c2
, (18)
e c e´ a velocidade da luz. Essas transformac¸o˜es podem
ser denotadas como uma transformac¸a˜o linear na forma
matricial, (
x′
ct′
)
=
(
γ −vcγ− vcγ γ
)(
x
ct
)
(19)
Isso nos leva ao invariante de Lorentz:
x′2 − c2t′2 = x2 − c2t2. (20)
O determinante da matrix de transformac¸a˜o e´:
det
(
γ −vcγ− vcγ γ
)
= γ2 − v
2
c2
γ2 = γ2
(
1− v
2
c2
)
= 1.
(21)
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As transformac¸o˜es de Lorentz enta˜o sa˜o transformac¸o˜es
ortogonais onde podemos fazer a seguinte mudanc¸a de
varia´vel,
γ = cosh θ e v
c
γ = sinh θ, (22)
tal que
tanh θ = v
c
. (23)
Dessa forma as transformac¸o˜es de Lorentz se tornam
uma “rotac¸a˜o” do sistema de coordenadas (x, t) dada
por [13]: (
x′
ct′
)
=
(
cosh θ − sinh θ
− sinh θ cosh θ
)(
x
ct
)
. (24)
Se denotarmos o vetor da Relatividade Especial (x, t)
no sistema de coordenadas inercial O por um nu´mero
perplexo,
w = x+ pct (25)
enta˜o obtemos o invariante de Lorentz (20),
ww¯ = x2 − c2t2. (26)
Assim como os mo´dulos dos vetores na Relatividade
Especial [12], da mesma forma teremos que: (i) se ww¯ < 0
o nu´mero perplexo pode ser denominado de tipo tempo,
(ii) se ww¯ > 0 o nu´mero perplexo pode ser denominado
de tipo espac¸o e (iii) se ww¯ = 0 o nu´mero perplexo sera´
denominado do tipo luz. O vetor (x, t) da Relatividade
Especial no sistema de coordenadas inercial O′ sera´ o
nu´mero perplexo:
w′ = x′ + pct′ (27)
onde podemos usar as transformac¸o˜es de Lorentz (24) e
obter
w′ = x cosh θ − ct sinh θ + p (ct cosh θ − x sinh θ)
= x (cosh θ − p sinh θ) + pct (cosh θ − p sinh θ)
= x e−pθ + pct e−pθ
= (x+ pct)e−pθ, (28)
enta˜o na liguagem dos nu´meros perplexos uma trans-
formac¸a˜o de Lorentz sera´ dada por:
w′ = w e−pθ. (29)
Se tivermos uma part´ıcula se movendo em relac¸a˜o aos dois
sistemas de refereˆncias inerciais O e O′ com velocidade
constante u′, enta˜o a transformac¸a˜o de Lorentz entre o
referencial da part´ıcula O′′ e o referencial O′ e´ dado por:
w′′ = w′ e−pφ. (30)
Enta˜o um observador no sistema de refereˆncias O observa
a part´ıcula atrave´s das transformac¸o˜es,
w′′ = w′ e−pφ = w e−pθ e−pφ = w e−p(θ+φ). (31)
Da expressa˜o para a velocidade dada na equac¸a˜o (23), no´s
temos que a velocidade da part´ıcula vista pelo sistema
de refereˆncias O′ e´ u′ dado por:
tanhφ = u
′
c
. (32)
Da transformac¸a˜o de Lorentz em termos de nu´meros
perplexos na equac¸a˜o (31), a velocidade observada no
referencial inercial O deve ser u
tanh(θ + φ) = u
c
. (33)
Das identidades das func¸o˜es hiperbo´licas, sabemos que:
tanh(θ + φ) = tanh(θ) + tanh(φ)1 + tanh(θ) tanh(φ) , (34)
de forma que
u
c
=
v
c +
u′
c
1 + vc
u′
c
,
ou seja,
u = v + u
′
1 + u′vc2
(35)
em acordo com as transformac¸o˜es de velocidades na
Relatividade Especial [11].
A energia relativ´ıstica de uma part´ıcula livre e´ dada
por:
E2 − ||P ||2c2 = m2c4, (36)
onde E = γmc2 e´ a energia e ||P || = γmv e´ o momentum
da part´ıcula [11,12], sendo m a massa de repouso.
Tambe´m e´ poss´ıvel expressar a energia/momentum
relativ´ıstico de uma part´ıcula por um nu´mero perplexo,
w = E + p||P ||c (37)
de forma que o mo´dulo sera´ dado por:
ww¯ = E2 − ||P ||2c2
ou enta˜o
ww¯ = m2c4. (38)
Um nu´mero perplexo na forma polar, dado por,
w = ||w||epθ (39)
resulta que para a quantidade perplexa para energia da
part´ıcula sera´:
w = m2c4 (cosh θ + p sinh θ) , (40)
comparando a expressa˜o acima com a equac¸a˜o (37), ob-
temos que:
cosh θ = E
mc2
e sinh θ = ||P ||c
mc2
. (41)
Com essas condic¸o˜es pode-se verificar que a tangente
hiperbo´lica sera´
tanh θ = ||P ||c
E
= γmvc
γmc2
= v
c
, (42)
Revista Brasileira de Ensino de F´ısica, vol. 40, nº 3, e3309, 2018 DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0356
Amorim e cols. e3309-7
que e´ a mesma expressa˜o para a velocidade da equac¸a˜o
(23).
A natureza quaˆntica da luz nos diz que a energia e o
mo´dulo do momentum do fo´ton sa˜o respectivamente [11],
E = hf = hc
λ
e ||P || = h
λ
, (43)
onde h e´ a constante de Planck e λ e´ o comprimento de
onda do fo´ton. A quantidade perplexa para a energia (37)
para um fo´ton de comprimento de onda λ resulta em:
w = hc
λ
(1 + p) . (44)
No caso de fo´tons que sa˜o part´ıculas na˜o massivas,
m = 0, tera´ mo´dulo nulo de acordo com a expressa˜o (38),
ww¯ = 0.
Enta˜o a expressa˜o para a velocidade do fo´ton sera´ dado
pela expressa˜o (42) que resultara´ em:
tanh θ = ||P ||c
E
=
h
λ c
hc
λ
= 1. (45)
Da equac¸a˜o (23) temos para o fo´ton, v = c.
Como o mo´dulo ||w|| do nu´mero perplexo da energia
dos fo´tons sa˜o nulos (ww¯ = 0) e pela ana´lise de que a
tangente hiperbo´lica assume valor igual a um somente no
limite em que θ →∞, veja o gra´fico da Figura 1, pode-se
afirmar que na˜o e´ poss´ıvel expressar o nu´mero perplexo
da energia do fo´ton na forma polar.
6. Considerac¸o˜es Finais
Neste trabalho apresentamos de forma pedago´gica uma
revisa˜o sobre nu´meros perplexos. Discutimos desde a
definic¸a˜o do conjunto dos nu´meros perplexos ate´ a teo-
ria de func¸o˜es anal´ıticas na varia´vel perplexa. Tambe´m
Figura 1: Tangente hiperbo´lica
apresentamos as condic¸o˜es de Cauchy-Riemman va´lidas
no ca´lculo de uma varia´vel perplexa. A diferenc¸a se da´
no sinal de uma das condic¸o˜es, ou melhor, enquanto
na var´ıavel complexa uma das condic¸o˜es de Cauchy-
Riemman possui um sinal negativo [9], nos nu´meros
perplexos ambas sa˜o positivas (11). A consequeˆncia deste
fato e´ que nos nu´meros perplexos obte´m-se a equac¸a˜o
de D’Alembert, enquanto na varia´vel complexa e´ obtida
a equac¸a˜o de Laplace. Com tais resultados, discutimos
algumas aplicac¸o˜es na f´ısica, tais como a equac¸a˜o de
onda e as transformac¸o˜es de Lorentz. Como perspectiva,
esperamos aprofundar no desenvolvimento do ca´lculo da
varia´vel perplexa, estudando o teorema de Cauchy e o te-
orema do Res´ıduo nesse arcabouc¸o teo´rico com poss´ıveis
aplicac¸o˜es na f´ısica.
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